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Soergelによる圏化定理 [Soe07]から始めよう.(W, S)をCoxeter系とし， Kを体， Vを
WのK上の有限次元表現とする．以下常に Sは有限であると仮定する.R = S(V)をVJ:




(2) t E W に対して， codim(Ker(t-l)) = 1とtが鏡映であることは同値．
一般に，次数加群M=④iEZMiに対して，その次数ずらしM(k)をM(kt= Mi+k, 
M(k) =① iEZM(ktにより定める.s E 8に対してだ={J E R I s(f) = f}とお
き，次数付き両側R加群BSをBS=RRR・R(l)により定める．





いことに注意しておこう.8の分裂Grothendieck群[8]とは， {[MJI ME s}により生
成され， 関係式[M1① 島]= [M』＋［島］により定義される Z加群である.[8]には
[M1][M2] = [M1cRM2]およびv[M]= [M(l)]により z[v,v―1]代数の構造が入る．ただ
しvは不定元である.Soergelの圏化定理は， この [8]がHecke環と同型になることを主張
する．定理の正確な主張のために， Hecke環冗を定義しておく．正規化は Soergel[ Soe97] 
に従う．
定義3 {Hw I w E w}で生成され，次の関係式により定義される z[v,v―1]代数を冗と
おく．
• (Hs -v―1)(Hs + v)= 0 (sE S). 
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• H叫四=HW1W2 (w1,W2 E w, e(w1四）＝［（叫+£(四））．
よく知られているとおり，冗は{HwI WE W}を基底とする自由 z[v,v―1]加群である．
Soergelの圏化定理の主張のためにいくつかの概念および記号を準備する．左次数R加
群Mが自由であるとは， M c,e斜R(ni)となる niE "1L. が存在することである． このとき
grk(M) =~ 砂 E Z[v, V―1]とお<.XEW は写像x:v*→v*を定めるが， そ
のグラフ I'(x)をI'(x) = {(v,xv) I v E v*}と定める． すると， B E 3に対して
supp(M) C Spec(RcR) = v* xv*はI'(x)の有限個の和集合となることが，定義から容
易にわかる．
定理4(Soergel [ Soe07]) VがWの鏡映忠実な表現ならば，次が成り立つ．
(1) X E Wに対して直既約な Soergel両側加群BxE 3で， suppBx = LJ I'(y)および
y~x 
B I c,e R(f(x))を満たすものがただ一つ存在する．
X I'(x) 
(2) 3の直既約対象はある XEWおよびnE "1L. に対して Bx(n)と同型．
(3) BE 3とXEWに対して，次数付き左R加群Bl は自由加群である.BE 3に対I'(x) 
して ch(B)= LV―£(x) grk(BII'(x))凡 E:J-{とおくと， [B]曰 ch(B)はz[v,v―1]代
xEW 
数の同型[3] c,e冗を与える．












公式が示されたため， p> 2h -2 tゞヽよりは，簡約代数群の既約表現の指標はch(Bx)により
与えられる． さて，その際の Vであるが， TcGを考えている簡約代数群および極大トー
ラス， x*(T)をその指標群とした時， x*(T)釘 kを考えるのが自然である． しかし， こ
れはアフィンWeyl群の表現としては忠実ではな<, 特に鏡映忠実にはなり得ない．従っ
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てSoergelによる定理をそのまま適用することはできない.Elias-Williamson [EW16]は，
Vが鏡映忠実な場合に圏 8を生成元と関係式により記述し， その生成元と関係式により一












定義5 次数付き両側R加群M と分解MRRQ=〶xEWM,らの組 (M,(MQtEW)から
なる圏を eと書く．ただし m EM, らはmf= x(f)mを全ての fERに対して満たす．
€における射 cp:M → Nとは，次数0の両側R加群の準同型であって， cp(Mら） C IVるを
全ての XEWに対して満たすもののことである．
一般に両側R加群M に対して， m E Ml 
r(x) はmf= x(f)mをfERに対して満た
す．すなわち， MヵはMl をもともとの情報として込めておいたものである． このこと
r(x) 
から， もし Vが忠実ならば分解 M= 〶xEWJ\{らは Mの両側 R 加群としての構造のみか




以下， Elias-Williamson[EW16]に従い， Vに次の条件を課しておく．各sE Sに対し
てCY8E V, 心Ev*が与えられており，次を満たすことを仮定する．
(1)〈m叫〉=2. 
(2) s(v) = v-〈V,CYか〉CY8(v E V). 
(3) CY8 -/-0, a~-/- 0. 
chark -/2ならば，三つ目の条件は一つ目から従う． このとき， B8= RRn,RにCの対
象の構造を
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(B心~)~仇：:= :;'.? X = e,X = s, 
X -+e, S 
により定めることができる． ただし，凡 EVは〈心心〉=1を満たす元であり，上記分
解はこの元の取り方によらない． なお， この分解はsuppw(Bs)C { e, s}により一意的に




仮定6 stの位数mが有限となる組s,t E 8に対して， M = BSREtR …および
N =EtRBSR …を Es,凡を交互に m個テンソルしたものとする． このとき，そのよ





補題 7 〈s,t〉 C W を{s,t}の生成する部分群とする． もし stの位数が有限となる組





suppwB = { x E W I B~i- 叶とおく．また B → BRQ =〶のEWBら→ Bらの像を




定理 8([Abe19]) 仮定 6の成立を仮定すると，次が成り立つ．
(1)各XEW に対して直既約な対象BxE 8で， suppw凡={y E w I y -s:X}お
よび (Bxfc,,'R(C(x)を満たすものがただ一つ存在する．
(2) 8の直既約対象はある XEWおよびnEZに対して Bx(n)と同型．
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(3) B E 3とXEW に対して左次数R加群Bxは自由加群である.B E 3に対して








• VがGKM条件を満たすならば， (W,S)に付随する Momentgraph上の射影的な層の
なす圏 [Fie08].
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